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:Qué buscamos hacer?

Sea I, el cuerpo finito de g elementos y p su caracteristica.

Consideraremos un sistema de ecuaciones diagonales de la forma

XP X X =b

X+ Xgm -+ X = by

donde b; € Fy, di > do > -+ > dm, di € N.

Soluciones [f;-racionales: soluciones con coordenadas en IF,.



:Qué buscamos hacer?

Resultados previos:

@ X. Cao, W-S. Chou and J. Gu, On the number of solutions of
certain diagonal equations over finite fields, Finite Fields Appl. 42
(2016), 225-252.

e F. N. Castro, I. Rubio, P. Guan and R. Figueroa, On systems of
linear and diagonal equation of degree p’ + 1 over finite fields of
characteristic p, Finite Fields Appl. 14 (2008), no. 3, 648-657.

e K. W. Spackman, Simultaneous solutions to diagonal equations over
finite fields, J. Number Theory 11 (1979), no. 1, 100-115.

o K. W. Spackman, On the number and distribution of simultaneous
solutions to diagonal congruences, Canadian J. Math. 33 (1981), no.
2, 421-436.

@ M. Perez and M. Privitelli, On the number of simultaneous solutions
of certain diagonal equations over finite fields, J. Number Theory
236 (2022), 160-187.



:Qué buscamos hacer?

i Por qué nos interesa estimar las soluciones I, racionales?

@ En general tiene aplicaciones en criptografia, combinatoria, teoria de
cédigos, entre otras.

@ En particular se puede aplicar en teoria de ciclotémicos, el problema
de Waring sobre cuerpos finitos, el subset sum problem, problema de
coloreo de grafos, etc.

@ Problema NP-completo.



:Qué buscamos hacer?

Estrategia:

fi=XS 4+ XE—b,1<i<m |

V= V(fl)“-)fm):{XEAk/fl(X) :fQ(X):"’:fm(X) :0} J




:Qué sabemos de V?

Propiedades geométricas de V:

e Sim< % entonces la codimensién de sing(V) > 2, (la dimensién

de sing(V) <m—1)y (f,...,f) es radical.

@ V es una interseccién completa de grado menor o iguala d;---dn, y
dimensién pura k — m.



:Qué sabemos de V?

Dada una variedad afin W C K", la clausura proyectiva de W es la
variedad proyectiva W = V(I(W)")) € P"(K). Se notara como pcl(W). J

Propiedades de la clausura proyectiva:

o Voo =pcd(V)N{x € P"/xyg =0} = V(fi + by,..., Fm+ by) C Pk1
es absolutamente irreducible de dimensién kK — m — 1.

e pcl(V) = V(fl ... f1) C Pk es interseccién completa
absolutamente irreducible de dimensién k — my grado dy - - dp, y
codim(sing(pcl(V))) > 2 (es normal).



:Qué sabemos de V?

Teorema (Ghorpade & Lachaud 2002)

Sea V C IP" una interseccion completa absolutamente irreducible de
dimension r y cuyo lugar singular tiene dimensién menor o igual a s, con
0 <s <r—1, multigrado (dy,...,dmn_,) y sea d = max{dy,...,dm_,}
entonces

m—S
IV(E,) - pr] < <r_s_1

+9.2™""((m—r)d+3)™" g

)(d + 1)m7571q#

rts
2

A




:Qué sabemos de V?

En la clausura proyectiva:

k—2m
+9-2™(md, + 3)ktlq"T

|lpc!(V (Fg))| = p—m]| < (k_m+1>(d1+1)"’"qé (1)

En los puntos del infinito

k—m —m—1 k=1
|| Voo (Bl — Ph—m— 1|<(k2m1>(d1+1)k g (2)
k—2

+9-2™(mdy, +3) g 7




:Qué sabemos de V?

Juntando ambas estimaciones:

k
2

||V(Fq)| — qk*m| < 34 . 2m72(3+ d; - m)k+1 q

@ En la literatura no hay resultados acerca de este tipo de sistemas.

@ El orden del error es el mismo que en el caso de exponentes
igualados en columna. Esto fue trabajado en:

M. Perez and M. Privitelli, On the number of simultaneous solutions
of certain diagonal equations over finite fields, J. Number Theory
236 (2022), 160-187.



Subset sum problem

Subset sum problem:

Sea D CF,.Seame Ny k eZtal quel <k <|D|. Sea
(b1y ..., bm) :=b €Ty, Ny(k,b) el nimero de subconjuntos S C D con
cardinal k tal que para i =1,...,m, )} , . ca' = b.

Consideremos Fy3, D ={1,2,3,4}, k =3 b:= (6,14).
Estamos buscando todos los subconjuntos de tres elementos tales que
verifiquen que: at+ata=6

a§+a§+a§:14




Subset sum problem

Consideraciones a tener en cuenta:

@ Consideramos D =F,.

@ Estamos contando de mas. Hay que corregir la cantidad.



Subset sum problem

Resultados previos:

Li & Wan (2010)

Li & Wan (2010)

Ve >0, 3C, > 0 tal que si m < eVk, 4¢2lng? < k < C.q entonces
Nim(k, b) > 0 para todo b € Fy.




Subset sum problem

Notacién:
e X =V

o X ={(X1,...,Xk) € X: X; # X; Vi #j}.
@ Sea Sy el grupo simétrico de k elementos.

@ Una permutacién T se dice de tipo (ci, ¢ay. .., Ck) Si tiene
exactamente ¢; ciclos de longitud /.

@ Cada T € Sk se factoriza como producto de ciclos disjuntos.
@ Llamaremos /(t) al nimero de ciclos de T.
@ Notaremos C(t) al nimero de permutaciones conjugadas a T.

o Dado T = (it ---iny) - (hb---Is,)
X ::{(le-'ka) GX)Xil = = Xy ey Xy =00 :Xl(xs}
EJ T= (12)(34) Xt :{(le")xk) € Xaxl = X2, X3 :X4}-



Subset sum problem

Teorema

El nimero de permutaciones en Sy de tipo (ci, Cay...,Ck) €S
_ k!

N(Cla C2yeney Ck) = T l--kkch!

Teorema (Li & Wan 2010)

Sea Cy el conjunto de clases de conjugacion de Si. Si X es simétrico,

entonces

XI= ) (—1)'OC(r)IXl.
TECK

X se dice simétrico si es invariante bajo la accidn de 5.



Subset sum problem

Buscamos estimar | X|:

Separaremos en dos casos plk y p 1 k. Para el primer caso trabajaremos
con:

CP, ={te C:

T tiene longitud /(T) y todos los ciclos de T tienen longitud divisible por p




Subset sum problem

Si pedimos b # (0,...,0):

XI= Y~ X

teCy
= ) (DMOC(IX+ Z "0 C(1)1X]
1<I(t)<k 1<I(t

TECP reCPk




Subset sum problem

Podemos separar en conjuntos disjuntos a CPy del siguiente modo:

k1
P
CP, = U{T : T tiene longitud /(1) y tiene exactamente
i=0
i ciclos de longitud divisibles por p}

Y (FFPCIXd = Y (DI COIXe £+

1<I(t)<k 1</(t)<k

TECP, TeD(0,/(T))
+ ) D)X

1</(1)<k

150(771 /(1))



Subset sum problem

k 2m

(—)* () 1xc 1 = S (0 ctixel+ Y (DM o)X
1<I(t) <k I(t)=2m-+1 I(t)=1
TE€D(0,/(7)) TeD(0,/(7)) TeD(0,/(7))

(A) (8)
. 2m+%

(D ()X 1 = > (—DF ) () X ) 4 S (D () xq

1<i(t)<k I(t)=2m+K 11 I(t)=1
P

wen(k-1,101))

Si I(t) — i > 2m+ 1 podemos acotar usando nuestra estimacién Caso (A):

N ()
Xl — ¢"" " < cte-q 2

Si I(t) — i < 2m podemos usar una cota clasica Caso (B):

Xel < a7 < g



Subset sum problem

Considerar que N,,(k, b) = kX

Cota superior:

Y k/p

Nim((k, b) < i"’(q) + im(—l)kJr**l (q/p) + 4. cte - (_l)k(_\/a>

Cota inferior:

(k b) = L’"(k) + qim(fl)kJr (q/p) 4. cte - (71)k (\/6)




Subset sum problem

La estimacion nos queda:

Caso plk, (b1y...,b,) #0,
Sip>3, k>4m:




Subset sum problem

Casos que faltan:
e plk, b=0.
e ptk, b=0.
e ptk, b#0.



Subset sum problem

Teorema (nuestra estimacién)

L4

Sim< yp=>3
Q Siptk
_ @ m-1 Va mt %)
‘Nm(k,b) q—m(k)‘gm +(-1) cte( Y )+2q ’
Q Siplk

= (3 (D23 (D)

- K
<2¢™ '+ (fl)kcte( ;(/5) +2q™ %

donde v(b) =q™ —1sib=0, v(b) = —1si b #0 y cte = 3*2™(3 + dym)*+1.




Subset sum problem

Teorema (Li & Wan (2010))

Sim< k—2




Subset sum problem

Existencia:

Nuestro resultado

Para cualquier ¢ € (0, 2%), si2<m< \/gk€ y 147 < k < q entonces,
Nim(k, b) > 0 para todo b € F".

Li & Wan (2010)

Ve >0, 9C. > 0 tal que si m < s\/;, 4e?Ing? < k < C.q entonces
Npn(k, b) > 0.




Subset sum problem

iMuchas gracias!
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