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Sea Fq el cuerpo finito de q elementos y p su caracteŕıstica.

Consideraremos un sistema de ecuaciones diagonales de la forma
X d1
1 + X d1

2 + · · ·+ X d1
k = b1

...

X dm
1 + X dm

2 + · · ·+ X dm
k = bm

donde bi ∈ Fq, d1 > d2 > · · · > dm, di ∈ N.

Soluciones Fq-racionales: soluciones con coordenadas en Fq.
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¿Por qué nos interesa estimar las soluciones Fq racionales?

En general tiene aplicaciones en criptograf́ıa, combinatoria, teoŕıa de

códigos, entre otras.

En particular se puede aplicar en teoŕıa de ciclotómicos, el problema

de Waring sobre cuerpos finitos, el subset sum problem, problema de

coloreo de grafos, etc.

Problema NP-completo.
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Estrategia:

fi := X di
1 + · · ·+ X di

k − bi , 1 ≤ i ≤ m.

V := V (f1, . . . , fm) = {x ∈ Ak/f1(x) = f2(x) = · · · = fm(x) = 0}.
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Propiedades geométricas de V :

Si m ≤ k−1
2 entonces la codimensión de sing(V ) ≥ 2, (la dimensión

de sing(V ) ≤ m − 1) y ⟨f1, . . . , fs⟩ es radical.

V es una intersección completa de grado menor o igual a d1 · · · dm y

dimensión pura k −m.
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Dada una variedad af́ın W ⊂ K n, la clausura proyectiva de W es la

variedad proyectiva W = V (I (W )h)) ⊂ Pn(K ). Se notará como pcl(W ).

Propiedades de la clausura proyectiva:

V∞ := pcl(V ) ∩ {x ∈ Pn/x0 = 0} = V (f1 + b1, . . . , fm + bm) ⊂ Pk−1

es absolutamente irreducible de dimensión k −m − 1.

pcl(V ) = V (f h1 , . . . , f
h
m) ⊂ Pk es intersección completa

absolutamente irreducible de dimensión k −m y grado d1 · · · dm y

codim(sing(pcl(V ))) ≥ 2 (es normal).
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Teorema (Ghorpade & Lachaud 2002)

Sea V ⊂ Pn una intersección completa absolutamente irreducible de

dimensión r y cuyo lugar singular tiene dimensión menor o igual a s, con

0 ≤ s ≤ r − 1, multigrado (d1, . . . , dm−r ) y sea d = m�ax{d1, . . . , dm−r }

entonces ∣∣|V (Fq)|− pr
∣∣ ≤ (

m − s

r − s − 1

)
(d + 1)m−s−1q

r+s+1
2

+ 9 · 2m−r ((m − r)d + 3)m+1q
r+s
2



¿Qué buscamos hacer?
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En la clausura proyectiva:

∣∣|pcl(V (Fq))|− pk−m

∣∣ ≤ (
k −m + 1

k − 2m

)
(d1 + 1)k−mq

k
2 (1)

+ 9 · 2m(md1 + 3)k+1q
k−1
2

En los puntos del infinito:

∣∣|V∞(Fq)|− pk−m−1

∣∣ ≤ (
k −m

k − 2m − 1

)
(d1 + 1)k−m−1q

k−1
2 (2)

+ 9 · 2m(md1 + 3)kq
k−2
2

(3)
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Juntando ambas estimaciones:

∣∣|V (Fq)|− qk−m
∣∣ ≤ 34 · 2m−2(3+ d1 ·m)k+1 · q k

2

En la literatura no hay resultados acerca de este tipo de sistemas.

El orden del error es el mismo que en el caso de exponentes

igualados en columna. Esto fue trabajado en:

M. Perez and M. Privitelli, On the number of simultaneous solutions

of certain diagonal equations over finite fields, J. Number Theory

236 (2022), 160–187.
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Subset sum problem:

Sea D ⊂ Fq. Sea m ∈ N y k ∈ Z tal que 1 ≤ k ≤ |D |. Sea

(b1, . . . , bm) := b ∈ Fm
q , Nm(k , b) el número de subconjuntos S ⊂ D con

cardinal k tal que para i = 1, . . . ,m,
∑

a∈S a
i = bi .

Ejemplo:

Consideremos F43, D = {1, 2, 3, 4}, k = 3 b := (6, 14).

Estamos buscando todos los subconjuntos de tres elementos tales que

verifiquen que: a1 + a2 + a3 = 6

a21 + a22 + a23 = 14
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Consideraciones a tener en cuenta:

Consideramos D = Fq.

Estamos contando de más. Hay que corregir la cantidad.
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¿Qué sabemos de V ?
Subset sum problem

Resultados previos:

Li & Wan (2010)∣∣∣∣Nm(k , b) −
1

qm

(
q

k

)∣∣∣∣ < ( q
p + (m − 1)

√
q + k − 1

k

)

Li & Wan (2010)

∀ε > 0, ∃Cε > 0 tal que si m < ε
√
k , 4ε2 ln q2 < k ≤ Cεq entonces

Nm(k , b) > 0 para todo b ∈ Fm
q .



¿Qué buscamos hacer?
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Notación:

X := V

X := {(X1, . . . ,Xk) ∈ X : Xi ̸= Xj ∀i ̸= j}.

Sea Sk el grupo simétrico de k elementos.

Una permutación τ se dice de tipo (c1, c2, . . . , ck) si tiene

exactamente ci ciclos de longitud i .

Cada τ ∈ Sk se factoriza como producto de ciclos disjuntos.

Llamaremos l(τ) al número de ciclos de τ.

Notaremos C (τ) al número de permutaciones conjugadas a τ.

Dado τ = (i1i2 · · · iα1) · · · (l1l2 · · · lαs )

Xτ := {(x1, . . . , xk) ∈ X , xi1 = · · · = xiα1
, . . . , xl1 = · · · = xlαs

}

Ej: τ = (12)(34) Xτ = {(x1, . . . , xk) ∈ X , x1 = x2, x3 = x4}.
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Teorema

El número de permutaciones en Sk de tipo (c1, c2, . . . , ck) es

N(c1, c2, . . . , ck) =
k!

1c1 c1!···kck ck !

Teorema (Li & Wan 2010)

Sea Ck el conjunto de clases de conjugación de Sk . Si X es simétrico,

entonces

|X | =
∑
τ∈Ck

(−1)k−l(τ)C (τ)|Xτ|.

X se dice simétrico si es invariante bajo la acción de Sk .
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Buscamos estimar |X |:

Separaremos en dos casos p|k y p ∤ k . Para el primer caso trabajaremos

con:

CPk = {τ ∈ Ck :

τ tiene longitud l(τ) y todos los ciclos de τ tienen longitud divisible por p}
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Si pedimos b ̸= (0, . . . , 0):

|X | =
∑
τ∈Ck

(−1)k−l(τ)C (τ)|Xτ|

=
∑

1≤l(τ)≤k
τ∈CPk

(−1)k−l(τ)C (τ)|Xτ|

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑

1≤l(τ)≤k
τ∈CPk

(−1)k−l(τ)C (τ)|Xτ|
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Podemos separar en conjuntos disjuntos a CPk del siguiente modo:

CPk =

k
p−1⋃
i=0

{τ : τ tiene longitud l(τ) y tiene exactamente

i ciclos de longitud divisibles por p}

∑
1≤l(τ)≤k

τ∈CPk

(−1)k−l(τ)C (τ)|Xτ| =
∑

1≤l(τ)≤k
τ∈D(0,l(τ))

(−1)k−l(τ)C (τ)|Xτ|+ · · ·+

+
∑

1≤l(τ)≤k

τ∈D( k
p
−1,l(τ))

(−1)k−l(τ)C (τ)|Xτ|
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∑
1≤l(τ)≤k

τ∈D(0,l(τ))

(−1)k−l(τ)C(τ)|Xτ| =

k∑
l(τ)=2m+1
τ∈D(0,l(τ))

(−1)k−l(τ)C(τ)|Xτ|

︸ ︷︷ ︸
(A)

+

2m∑
l(τ)=1

τ∈D(0,l(τ))

(−1)k−l(τ)C(τ)|Xτ|

︸ ︷︷ ︸
(B)

.

.

.

.

.

.

∑
1≤l(τ)≤k

τ∈D
(
k
p
−1,l(τ)

)
(−1)k−l(τ)C(τ)|Xτ| =

k∑
l(τ)=2m+ k

p
+1

τ∈D
(
k
p
−1,l(τ)

)
(−1)k−l(τ)C(τ)|Xτ|

︸ ︷︷ ︸
(A)

+

2m+ k
p∑

l(τ)=1

τ∈D
(
k
p
−1,l(τ)

)
(−1)k−l(τ)C(τ)|Xτ|

︸ ︷︷ ︸
(B)

Si l(τ) − i ≥ 2m + 1 podemos acotar usando nuestra estimación Caso (A):

||Xτ| − ql(τ)−m
| ≤ cte · q

l(τ)
2

Si l(τ) − i ≤ 2m podemos usar una cota clásica Caso (B):

|Xτ| ≤ d
l(τ)−i−1
1 ≤ d1q

2m−i−1
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Considerar que Nm(k , b) =
|X |

k!

Cota superior:

Nm(k , b) ≤ 1
qm

(
q
k

)
+ 1

qm (−1)k+
k
p−1

(q/p
k/p

)
+ 4 · cte · (−1)k

(
−
√
q

k

)
︸ ︷︷ ︸

∼q
k
2

Cota inferior:

Nm(k , b) ≥ 1
qm

(
q
k

)
+ 1

qm (−1)k+
k
p−1

(q/p
k/p

)
− 4 · cte · (−1)k

(
−
√
q

k

)
︸ ︷︷ ︸

∼q
k
2
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La estimación nos queda:

Caso p|k , (b1, . . . , bn) ̸= 0,

Si p ≥ 3, k ≥ 4m:

∣∣∣∣Nm(k , b) −

(
1

qm

(
q

k

)
+

1

qm
(−1)k+

k
p−1

(
q/p

k/p

))∣∣∣∣ ≤ 4·cte·(−1)k
(
−
√
q

k

)
︸ ︷︷ ︸

∼q
k
2
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Casos que faltan:

p|k, b = 0.

p ∤ k, b = 0.

p ∤ k, b ̸= 0.
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Teorema (nuestra estimación)

Si m ≤
k−⌊ k

p
⌋

2
y p ≥ 3

1 Si p ∤ k ∣∣∣∣Nm(k, b) −
1

qm

(q
k

)∣∣∣∣ ≤ 2qm−1 + (−1)kcte
(−√

q

k

)
+ 2q

m+⌊ k
p
⌋

2 Si p|k ∣∣∣∣Nm(k, b) −

(
1

qm

(q
k

)
+

v(b)

qm
(−1)

k+ k
p

(q/p
k/p

))∣∣∣∣
≤ 2qm−1 + (−1)kcte

(−√
q

k

)
+ 2q

m+ k
p

donde v(b) = qm − 1 si b = 0, v(b) = −1 si b ̸= 0 y cte = 342m(3 + d1m)k+1.
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Teorema (Li & Wan (2010))

Si m ≤ k − 2 ∣∣∣∣Nm(k , b) −
1

qm

(
q

k

)∣∣∣∣ ≤ mk

(
3

2

)k−1 (
q

p

)k



¿Qué buscamos hacer?
¿Qué sabemos de V ?
Subset sum problem

Existencia:

Nuestro resultado

Para cualquier ε ∈ (0, 6
25 ), si 2 ≤ m ≤

√
2
7k

ε y 14
1
2ε ≤ k ≤ q entonces,

Nm(k , b) > 0 para todo b ∈ Fm
q .

Li & Wan (2010)

∀ε > 0, ∃Cε > 0 tal que si m < ε
√
k , 4ε2lnq2 < k ≤ Cεq entonces

Nm(k , b) > 0.
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¡Muchas gracias!
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